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Zusammenfassung

Die Vorlesung ,, Theorie der Programmierung” gehort zu den Pflichtveranstal-
tungen fiir Studierende der Angewandten Informatik im Hauptstudium, und
vermittelt die Grundlagen zum Verstdndnis von modernen Programmierspra-
chen. Dies umfafit operationelle Sematik und Typsysteme fiir unterschiedliche
Sprachen. Die behandelten Sprachen basieren in der Regel auf OCaml. Da
es allerdings mitunter schwierig sein kann, Zusammenhénge und bestimmte
Details eines Beweises zu verstehen ohne den konkreten Ablauf des Inter-
preters oder des Typecheckers einmal Schritt fiir Schritt nachvollzogen zu
haben, wurde im Rahmen einer Projektgruppe das Lernwerkzeug TPML ent-
wickelt. Es ermoglicht den Studierenden das in der Vorlesung Gelernte direkt
anzuwenden und dabei die einzelnen Schritte exakt zu verfolgen.
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Kapitel 3

Die Sprachen im Detalil

Dieses Kapitel beschreibt die in TPML verfiigharen Sprachen im Detail. Dies
beinhaltet sowohl die abstrakte Syntax der Sprachen als auch die operatio-
nelle Semantik und das Typsystem, also die Regeln fiir die big und small
step Interpreter und den Type Checker. Dieses Kapitel ist jedoch nicht ge-
eignet als Ersatz fiir den Besuch der Vorlesung oder Ubung, ebensowenig
sollte dieses Handbuch als vollstéindiges Skript mifiverstanden werden!.

Die Sprachen Ly bis £, sind strikt hierarchisch aufgebaut, das heifit die
Sprache L, erweitert die Sprache £, (0 < n < 4), beinhaltet also alle
Merkmale der Sprache L£,,. Die Sprachen entsprechen im wesentlichen den
in der Vorlesung behandelten Sprachen. Kleinere Abweichungen sind jedoch
méglich und stellenweise nicht vermeidbar. In der Ubung werden, falls not-
wendig, diese Abweichungen herausgestellt und erldutert.

3.1 Die Sprache L

Die Sprache L stellt die einfachste denkbare Programmiersprache dar und
entspricht dem reinen ungetypten A-Kalkiil (engl.: pure untyped \-calculus).
Die abstrakte Syntax enthilt lediglich drei Produktionen.

'Es mag wiederum allerdings niitzlich als Grundlage fiir die Priifungsvorbereitung sein,
da es eine vollstdndige Auflistung des Regelwerks darstellt, welches allerdings nicht hun-
derprozentig mit dem Vorlesungsinhalt iibereinstimmt.

6
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Ein giiltiger Ausdruck ist also entweder ein Bezeichner, eine A-Abstraktion
oder eine Applikation. Die Menge Val C Exp der Werte (engl.: values) v
wird durch

v o= id
| Nid.e

definiert.

3.1.1 Big step Semantik von L

Ein big step ist eine Formel der Gestalt e || v mit » € Val. Ein big step heif3t
giiltig fiir £y, wenn er sich mit den Regeln

(VAL) v v

BETAY) (RS T

(APP) erlvr eadvy vivg o

eres v

herleiten lasst.

3.1.2 Small step Semantik von L

Ein small step ist eine Formel der Gestalt e — ¢’. Ein small step heifit giiltig
fiir £y, wenn er sich mit den Regeln

(BETA-V) (Nid.e)v — elv/id]
/
(APP-LEFT) —1—%
€1 €2 — €1 €2
/
(APP-RIGHT) =%
ve —ve

herleiten lasst.
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3.2 Die Sprache £,

Die Sprache L; erweitert £, um Konstanten, bedingte Ausfithrung, den
Bindungsmechanismus let, Ausnahmen (engl.: exceptions) und ein einfaches
Typsystem, entspricht damit also dem einfach getypten A-Kalkiil. Vorgege-
ben seien:

e cine Menge Ezn von Ausnahmen exn

Exzn = {divide_by_zero}

o fiir jeden arithmetischen Operator op eine Funktion

op : Int x Int — Int U Ezn

e fiir jeden Vergleichsoperator op eine Funktion

op? = Int x Int — Bool

Die Menge Type der Typen (engl.: types) T ist definiert durch:

7 == bool|int | unit
| 1T

Die abstrakte Syntax, definiert durch die Menge Fxp der giiltigen Ausdriicke,
wird erweitert durch neue Produktionen

e = ¢
Aid :T.€

let id = €1 in €9

let id : 7 = €7 In ey
if ey then e; else e,
€1 0P €9

€1 && €9

€1 || €2

wobei die Menge Const der Konstanten (engl.: constants) ¢ durch

c == () unit-Element
| b€ {true, false}  boolescher Wert
| neZ ganze Zahl
|

op Operator
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und die Menge Op der Operatoren (engl.: operators) op durch

op == + | — | % | /| mod  arithmetische Operatoren
| < | > <] >]|= Vergleichsoperatoren
| not Negation

erweitert. Fiir Zahlkonstanten existiert derzeit die Einschrankung, dass nur
positive Ziffernfolgen vom Lexer akzeptiert werden. Negative Zahlen kénnen
aber bei Bedarf durch Subtraktion konstruiert werden (0 — n fiir n € N).

Die Angabe eines Typs bei Ad-Abstraktion und let ist also optional, und fiir
den big und small step Interpreter werden die Typangaben einfach ignoriert.
Der Typechecker bestimmt bei Aid.e den Typ fiir id mittels Typinferenz,
wéhrend bei let die Angabe des Typs lediglich als zusétzliche Sicherheit fiir
den Programmierer dient.

3.2.1 Big step Semantik von £,

Ein big step heifit giiltig fiir £,, wenn er sich mit den big step Regeln von
Ly, den Regeln
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e1 I false
(AND-FALSE) o1 && ey |l Jalse

e1 ) true eg v
e1 && ey | v

(AND-TRUE)

eo dl true eg v
if ey then e; else ey || v

eo | false es | v

if eg then e; else e; || v

(COND-TRUE)

(COND-FALSE)

(LET) e e
(NOT) notb | —b
(OP) opny ng I op*(n1,ny)
(OR-FALSE) erh false s Y v
erllex v
e 4 true

(OR-TRUE) o Tenl fruc

und mit den zugehorigen exception-Regeln herleiten ldsst. Diese exception-
Regeln erhélt man aus den obigen Regeln indem man zu jeder Regel der
Form

erdbvy .. e, v,
(R) el o
(d.h. zu jeder Regel mit n Préamissen) fiir jedes 1 < i < n die Regel
(R—EXN—Z) €1 U (%1 Ce €i—1 ~u Vi—1 €; U exn
e || exn

hinzufiigt. Exception-Regeln miissen beim big step Interpreter nicht expli-
zit ausgewéhlt werden, sondern werden automatisch eingesetzt, sobald eine
Ausnahme weitergereicht werden muf.

3.2.2 Small step Semantik von £;

Ein small step heifit giiltig fiir £;, wenn er sich mit den small step Regeln
von Ly, den Regeln
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ey — €]

e1 && ey — €] && ey
(AND-FALSE) false && ey — false

(AND-TRUE) true && ey — ey
(
(

(AND-EVAL)

NOT) notb — —b
OP) opnyng — opt(ny, ny)

ey — €
if ey then e; else e; — if ¢} then e; else e,

(COND-TRUE) if true then e; else es — e;
(COND-FALSE) if false then e; else e5 — e

(COND-EVAL)

/
(LET-EVAL) let id = e; in Z; : fét id = e} in ey
(LET-EXEC) let id = v in e — e[v/id]
OREVAL iSO

(OR-FALSE) false || ea — €2

(OR-TRUE) true || ea — true

und mit den zugehorigen exception-Regeln herleiten lésst. Diese exceptions-
Regeln erhélt man - dhnlich wie bei der big step Seminatik - aus den obigen
Regeln indem man fiir jede Regel der Form

ey — €]

(R)

ey — €
(d.h. zu jeder Regel mit Priamisse) die Regel

(R-EXN) Lo
ey — exn

hinzunimmt. Wie beim big step Interpreter gilt auch fiir den small step In-

terpreter, dass exception-Regeln nicht explizit angegeben werden miissen.
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3.2.3 Typsystem von L;

L, verfiigt iiber ein einfaches Typsystem, benutzt aber wie alle folgenden
Sprachen schon den Typinferenzalgorithmus, was anfangs vielleicht zu schwer
verstéindlichen Fehlermeldungen fithren kann. In diesem Fall sollte es in der
Ubung angesprochen werden.

Ein Typurteil fiir Ausdriicke ist von der Form I' > e :: 7, wobei I' : Id —
Type eine partielle Funktion mit endlichem Definitionsbereich ist, die be-
stimmten Bezeichnern einen Typ zuordnet. I wird als Typumgebung (engl.:
type environment) bezeichnet. Ein Typurteil heifit giiltig fiir £;, wenn es sich
mit den Regeln

cuT
(CONST) I'vcecuT
(ID) I'>id 7 falls id € dom(T") und I'(id) = 7
I'beu7—7 I'deyiT
(APP) I'>ejegt
I'bey:bool T'pe T I'beyuT
(COND) I' > if eg then ¢; else e :: T
F'oe nmn Dn/id > e m
(LET) I'plet id=e ines i 71
[C[r/id] > e:: 7'
(ABSTR) ' Xid:me7— 171
I'>e;::bool T > e;::bool
(AND) I' > e, && €5 :: bool
(OR) I'>e;::bool T > es:: bool

['> e | es:: bool

herleiten ldsst. Die Regel (CONST) besagt hierbei, dass ¢ in der Typumge-
bung I' den Typ 7 hat, wenn ¢ den Typ 7 hat. Dies wird durch die Regeln
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(UNIT) () :: unit

(BOOL) b :: bool

(INT) n :int

(NOT) not :: bool — bool

(AOP) op ::int — int — int falls op arithmetischer Operator
(ROP) op :: int — int — bool falls op Vergleichsoperator

definiert. Beim Typechecker werden diese Regeln fiir Konstanten nicht ange-
geben, sondern lediglich die (CONST) Regel.

3.2.4 Syntaktischer Zucker

Die Sprache £; und alle folgenden Sprachen enthalten syntaktischen Zucker
um das Schreiben von Programmen zu vereinfachen. Der syntaktische Zucker
ldsst sich dann anschlieend in Kernsyntax iibersetzen oder direkt verarbei-
ten. Hierbei wurden aus Griinden der Ubersichtlichkeit nicht immer abgelei-
tete Regeln fiir den syntaktischen Zucker eingefiihrt, sondern es wird implizit
eine Konvertierung des betreffenden Teilausdrucks in Kernsyntax vorgenom-
men. Fir £; betrifft dies Ausdriicke, die Operatoren in Infixschreibweise
enthalten, und die logischen Operatoren && und ||. Es gilt:

ey opes steht fir (opey)ey

Beim small step Interpreter wiirden also die Regeln (APP-LEFT) und (OP)
angewendet. Beim Schreiben von Programmen ist dariiber hinaus zu beach-
ten, dass Operatoren, sofern sie nicht in Infixausdriicken auftauchen, immer
geklammert werden miissen. Die Funktion, die 1 zu ihrem Parameter addiert
wird also als

(+)1

geschrieben. Dies entspricht der OCaml-Konvention und ist notwendig, da
der Parser sonst bei bestimmten Ausdriicken nicht entscheiden kann, ob es
ein Infixausdruck ist, oder der Operator als Parameter in eine Funktion ein-
gesetzt werden soll. Zum Beispiel lésst sich

Tty

interpretieren als Infixaddition von x und y oder als Anwendung der Funktion
x auf die Parameter + und y. Intuitiv wiirde ein Mensch ersteres vermuten,
der Parser fiir die konkrete Syntax kann dies jedoch nicht entscheiden.
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Die logischen &&- und ||-Verkniipfungen sind syntaktischer Zucker fiir
die bedingte Ausfithrung

e1 && ey steht fiir  if e; then e, else false
e || e2 steht fiir if e; then true else e,

und es existieren abgeleitete Interpreter- und Typregeln, da sonst der Um-
gang mit diesen Konstrukten zu aufwendig wiire.

Interessant zu beobachten ist, dass auch der not-Operator als syntakti-
scher Zucker aufgefasst werden koénnte.

not  steht fiir Aid : bool. if id then false else true

Dies sei aber nur am Rande erwihnt.

3.3 Die Sprache £,

Die Sprache L, erweitert £; um rekursive Ausdriicke? und syntaktischen
Zucker, der es erlaubt Funktionen einfacher zu definieren, dhnlich zu OCaml.

Die Menge Fxp der giiltigen Ausdriicke wird um die Produktionen
rec id : T. e

| let id(idy : 1) ... (idy : 7) : T =€ In €9
| let recid(idy :my)...(idy :7y): T =e€1 in €9

(&

erweitert, wobei sédmtliche Typangaben optional sind. Bei let und let rec
miissen die Bezeichner fiir die Parameter nur dann geklammert werden, wenn
ein Typ fiir diesen Parameter angegeben wird.

3.3.1 Big step Semantik von L,
Ein big step heif3t giiltig fiir L5, wenn er sich mit den big step Regeln von £,
und der Regel

elrec id. e/id] |} v
rec id. e |} v

(UNFOLD)

sowie der dazugehorigen exception-Regel herleiten lésst.

2Wohlgemerkt aber nicht um rekursive Typen. Das Typsystem schrinkt die Sprache
also stérker ein, als dies bei £; der Fall ist.
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3.3.2 Small step Semantik von L5

Ein small step heifit giiltig fiir £, wenn er sich mit den small step Regeln
von £; und der Regel

(UNFOLD) rec id. e — e[rec id. e/id)]

herleiten lasst.

3.3.3 Typsystem von L,

Ein Typurteil heifit giiltig fiir Lo, wenn es sich mit den Typregeln von £,
und der Regel

Clr/id] > e T

(REC) I’'brecid:7T. e

herleiten léasst. Fehlt die Angabe des Typs 7 bei rec wird der Typ fiir e durch
den Typinferenzalgorithmus bestimmt.

3.3.4 Syntaktischer Zucker

Die Sprache Lo enthélt weitere Abkiirzungen zu den in £; definierten. Die
folgenden Abkiirzungen stehen fiir die leichtere Definition von Funktionen
zur Verfiigung.

let id(idy :7)...(id, 1 7,) : T =€ in ey
steht fiir
let id : 7= Xidy : 7. ... Nid,, : Th. €1 1D €9
und
let recid(idy : 1) ...(id, :7,) : T =e1 in ey
steht fiir
let id :7=recid:7. \idy : 7. ... id,, : T,. €1 in e5.

Fiir diesen syntaktischen Zucker wurden keine abgeleiteten Regeln eingefiihrt,
stattdessen wird implizit eine Ubersetzung in Kernsyntax vorgenommen.
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3.4 Die Sprache L;

Die Sprache L3 erweitert die Sprache £ um ein polymorphes Typsystem, so-
wie Tupel und Listen, fiir die zusétzlich abkiirzende Schreibweisen eingefiihrt
wurden. Die Menge Fzp der giiltigen Ausdriicke wird hierfiir um die Produk-
tionen

= (e1,...,€n) (n>2) n-Tupel
] [el, ;€n) Liste
| e Konkatenation
| )\(zdl,.. dp) i TL% ... % Ty €
| let(zdl,...,zdn):7'1*...*Tn:eline2

erweitert, wobei sédmtliche Typangaben wieder optional sind. Die Mengen
Const und Val werden durch die Produktionen

c = fst|snd Paarprojektionen
| #n_i (1<i<n) Projektionen
| cons | [] Listenkonstruktion
| hd | tl | is_empty Listenoperatoren
und
vou= (V1. ,U)
| o1, ..., 00
| consv;

erweitert. Fiir Listenoperationen wird eine weitere Ausnahme
exn = empty.list

hinzugenommen.

Die Menge der monomorphen Typen Type wird erweitert durch Produk-
tionen fiir Tupel- und Listentypen, sowie Typvariablen « ... w.
= T x...%T, (n>2)
| 7 hst
|«

T

3.4.1 Big step Semantik von L;

Ein big step heiflt giiltig fiir £3, wenn er sich mit den big step Regeln von £,
und den Regeln
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(TUPLE) P T e
(FST) fst (v, v2) I vy

(SND) snd (vy,v2) | vg

(PROJ) #n_i(vy,...,v,) v (1<i<n)
T el
(CONS) () v g v] U [V 015005 0]
(HD) hd (cons (vi,v9)) | vy
(HD-EMPTY) hd [] | empty_list

(TL) tl (cons (v1,v2)) b vy
(TL-EMPTY) th[] | empty_list
(IS-EMPTY-FALSE) is_empty (consv) | false
(IS-EMPTY-TRUE)  is_empty [] { true

sowie den entsprechenden exception-Regeln herleiten lédsst. Zu beachten ist,
dass - vielleicht wider der Intuition - die (CONS) Regel® fiir den binéren
Konkatenationsoperator :: definiert ist, und nicht fiir den unéiren Listenkon-
struktor cons. Dies wird jedoch leicht ersichtlich, wenn man sich vor Augen
hélt, dass (consv) € Val. Fiir Details zum Thema Listen sei hier auf den
Inhalt der Vorlesung verwiesen.

3.4.2 Small step Semantik von L;

Die small step Regeln fiir £3 entsprechen im wesentlichen den big step Regeln.
Ein small step heifit giiltig fiir £3, wenn er sich mit den small step Regeln
von Ly und den Regeln

3Der Leser wird sich hoffentlich erinnern, dass binére Operatoren, die auerhalb eines
Infixausdrucks verwendet werden, geklammert werden miissen. v’ :: [vq,...,v,] ist also
syntaktischer Zucker fir (::) v’ [v1;...;0p].
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(TUPLE)

(FST)
(SND)
(PROJ)

(LIST)

(CONS)

(HD)

(HD-EMPTY)

(TL)

(TL-EMPTY)
(IS-EMPTY-FALSE)
(IS-EMPTY-TRUE)
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!/

(€1, y€..yen) — (e1,...,€ ... en)

fst (v1,v2) — vy

snd (v, V) — Vo

#ni (v, 0) = (1<i<n)
e; — €,

le1; €. en] = ;.. 5€l . ey

(::) v’ [Ul;---;vn] - [UI;UI;--';Un]

hd (cons (vq,v2)) — 1
hd [| — empty_list

tl (cons (v1,v2)) — vy
tl[] — empty_list
is_empty (consv) — false

is_empty [| — true

sowie den entsprechenden exception-Regeln herleiten lasst.

3.4.3 Typsystem von Lj

Wie bereits erwahnt verfiigt die Sprache L3 {iber ein polymorphes Typsys-
tem, das heiflt dass die Axiome fiir Konstanten jetzt von der Form ¢ :: 7w
sind. Fiir die Konstanten der Sprachen £, bis L, sei 7 einfach der bisherige
monomorphe Typ 7, fiir die mit £3 neu hinzukommenden Konstanten sei es
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der polymorphe Typ, wie im Folgenden dargestellt.

[] = Va.alist
cons : Va.axalist — alist
hd :: Va.alist — «
tl :: Va.alist — alist
is_empty :: Va.alist — bool

Ya.a — alist — «alist

fst 1 Vag,as.0q xag — oy
snd i Voaq, o % ag — Qo
#na o NVag,...,qp.apkx.oka, > o (1<i<n)
Die Regel
coT
(P-CONST) ———— falls 7 Instanz von 7
I'>secur

ersetzt die bisherige Regel (CONST), wobei 7’ eine neue Instanz des polymor-
phen Typs m = Vay, ..., a,. 7 ist, wenn 7/ von der Form 7[a)/ay, ..., al /ay]
ist, wobei o, ..., o), neue Typvariablen sind.

In die Typumgebung I' : Id — P7Type werden nun polymorphe Typen
eingetragen. Entsprechend ersetzt die Regel

(P-ID) T' > id :: 7 falls id € dom(I"), I'(id) = 7 und 7 Instanz von 7
die bisherige Regel (ID). Die neue Regel

I'>e o7 D[Closurer(r)/id] > eg :: 7/

(P-LET) I'>let id =e; iney i 7

sorgt fiir das ,,polymorph machen” des Typs beim Eintragen in die Typum-
gebung, wobei der polymorphe Abschlufl eines Typs 7 in der Typumgebung
I' durch

Closurer(T) =Vau,...,q,. 7 mit {aq,...,a,} = free(r)\ free(T)

definiert ist. Die Regel (LET) wird beibehalten, da sie fiir £4, wo (P-LET)
eingeschrénkt wird, noch benétigt wird. Fiir L3 ist es also zuléssig, im Falle
von Closurer(r) = 7 sowohl (LET) als auch (P-LET) anzuwenden®.

4Naiirlich auch dann, wenn es fiir die Wohlgetyptheit nicht erforderlich ist, dass fiir id
ein polymorpher Typ eingetragen wird.
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Fiir Listen und Tupel werden die Regeln

I'veur .. I'>e,T
(LIST) > er;...;e,) o 7list

'cecm ... I'de,um,
(TUPLE) Lo (er,...,6,) 5T %...%T,
hinzugenommen.

3.4.4 Syntaktischer Zucker

L3 enthilt wie gesehen syntaktischen Zucker fiir den leichteren Umgang mit
Listen und Tupeln. Die Akiirzungen werden wie im Folgenden dargestellt in
die Kernsyntax iibersetzt.

le1;...5e,]  steht fiir  cons (eq,...cons (en,[])) (n<1)
ey i ey steht fir  cons (e, e2)
fst  steht fiir #2_1
snd  steht fir #22

Mehrfaches A
Aidy, ... idy) : Ty % .. kT, €
steht fiir
Nid : 1% ..ok Ty letidy = (#n_lid)in. .. letid, = (#n-nid)ine
und mehrfaches let
let (idy,...,id,) : T %...% T, = e in ey
steht fiir
let id : 7y%...x7, = ey inletid; = (#n_lid)in...let id,, = (#n_nid)ine,

wobei idq, ..., d, verschieden sind und id ein neuer Name, der nicht in e
bzw. es und unter idq, ..., id, vorkommt.



3.5. DIE SPRACHE L, 21

3.5 Die Sprache L,

Die Sprache £, erweitert schliellich £3 um imperative Konzepte, also Spei-
cher, sequentielle Ausfithrung und Schleifen. Die Menge Ezxp der giiltigen
Ausdriicke wird hierzu um die Produktionen

= if €1 then €9
| while e; do e
\ €1; €2

e

und die Menge Const um die Produktionen
c == ref |l |:=

erweitert.

3.5.1 Typsystem von L4

Ein Typurteil heifit giiltig fiir £,, wenn es sich mit den Typregeln von £
und den Regeln

F'veruorn IF'peyumn

(SEQ) Lo e
'>epibool T'poeyiT

(WHILE) 15 hile ¢; do e - unit

(COND-1) I'>ep::bool T > e ::unit

I' > if ey then e; :: unit

herleiten ldsst. Die neuen Konstanten werden iiber die Regel (P-CONST)
behandelt und haben die folgenden polymorphen Typen.

' Va.aref — «
ref : Va.a — aref

= 1 VYa.aref — o — unit

Um die Typsicherheit zu gewihrleisten, muss die Regel (P-LET) eingeschrénkt
werden, und zwar wird nun nur noch iiber Werte quantifiziert

I'>wv o7 T[Closurer(r)/id] > e i 7/

(P-LET) I'>let id =v; iney 7
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wobei v; € Val. Das bedeutet also in der Folge, dass (P-LET) nur noch an-
gewendet werden darf, wenn hinter dem Gleichheitszeichen ein Wert steht.
Sonst muss (LET) angewendet werden. Dies entspricht dem OCaml Typsys-
tem.

3.5.2 Syntaktischer Zucker

Die Sprache L4 beinhaltet drei Abkiirzungen, die wie folgt in Kernsyntax
iibersetzt werden

e1; eo  steht fiir let id = e1 in ey
if e; then ey, steht fiir if e; then e, else ()

while e; do ey  steht fiir  rec id : unit. if e; then (ey; id)

wobei id & free(e;) U free(es).

3.6 Konkrete Syntax

Da es mitunter nicht mit jeder herkémmlichen Tastatur méglich ist A zu
tippen kann stattdessen das Schliisselwort lambda benutzt werden. Typva-
riablen «, 3, ... werden in der {iblichen OCaml-Schreibweise ’a, ’b,... ge-
schrieben, und fiir Funktionstypen wird der Pfeil — als —=> notiert.



